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Résumeé

Ce document présente la démonstration compléte de 'hypothese de

Riemann depuis le cadre Einstein-VED, en utilisant :

1. La géométrie différentielle de 1'espace-temps (3S+T) avec métrique
fondamentale dérivée de la différence de temps entre observateur
et observé.

2. La construction explicite d'un opérateur de Bernstein B dans un
espace de Hilbert .

3. La dérivation rigoureuse du potentiel I/(x) depuis 1'équation
d'ondes dans la métrique 3S+T.

4. La résolution exacte du probleme spectral au moyen de 1'équation
de Bessel.

5. Un théoreme nouveau sur la localisation des racines complexes de
J, qui force R(v) =1/2.

6. L'identité spectrale det (I — B )= F(s)/ (s).



7. La connexion avec le produit d'Euler au moyen de la factorisation
unique des entiers.
8. L'autoadjonction de 1'opérateur par le théoreme de Kato-Rellich.

Résultat : Tous les zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann
sont sur la ligne R(s) = 1 /2. L'hypothese de Riemann est une

conséquence de la géométrie de 1'univers.

1. Introduction et fondements

géométriques
1.1 La métrique fondamentale de l'espace-temps

Dans le cadre Einstein-VED, 1'espace-temps est un continuum de quatre
dimensions (3S+T) décrit par la métrique fondamentale dans ct
(document FR_11) :

ds* =dx* +dy* +dz> +dt* enC*.

Cependant, la géométrie que nous observons est une projection sur le
sous-espace réel R*. La relation fondamentale entre les différentiels de
temps de l'observateur (dt) et de 'observé (dt,) est (document FR_20) :

ds® = dt> —dt? .

C'est I'équation différentielle géométrique fondamentale. Elle décrit la
relation entre le temps propre de 1'observateur et le temps propre de
I'observé. Elle est la base de la relativité restreinte et, dans ce cadre, de

tout l'univers.



1.2 La constante géométrique fi

Dans le cadre Einstein-VED, il existe une constante géométrique
universelle qui connecte toutes les échelles (documents FR_07, FR_11,
FR_35,FR_38):

fi = Rygp - Rggy = %G ~ 6.565376 x 107 m2,

* Rygp estle rayon de confinement de I'onde (matieére) :
Rygp =nh/(Mc),

* Rg., estlerayon de Schwarzschild (horizon gravitationnel) :
Rgey, =2GM / c*,

« 0, =V(£)G/ ¢ estlalongueur de Planck.

Propriété fondamentale : 11 est indépendante de la masse. Pour toute
masse — proton, trou noir de 10° masses solaires, ou 1'univers entier —
le produit de ses rayons est toujours le méme. Cette propriété se dérive
du fait que la masse s'annule dans le produit (document FR_07). La
valeur numérique s'obtient pour le minimum de confinement stable

n=2.
1.3 La connexion avec le nombre de phases n

Dans le cadre Einstein-VED, la condition de fermeture de 1'onde
confinée est (documents FR_04, FR_14, FR_25):

_ _ b
2R = nA, A e n € N.

Le nombre entier n est le nombre de cycles (phases) qui tiennent dans le
contour fermé. Cette condition détermine la stabilité de la matiere :

lorsque n est entier, I'onde se referme sur elle-méme et la particule est



stable. Lorsque n n'est pas entier, le déphasage s'accumule et la particule

se désintegre.

La constante i connecte cette condition de fermeture avec la gravité et
avec la théorie des nombres. En particulier, les valeurs propres de
Bernstein m,, qui apparaissent dans le spectre de 1'opérateur sont reliées

anpar:

Cette relation permet de connecter le spectre de 1'opérateur avec la
fonction zéta de Riemann et, par conséquent, avec I'hypothese de

Riemann.

2, Définition de I'espace de Hilbert et de

l'opérateur de Bernstein

2.1 L'espace de Hilbert

Nous définissons l'espace de Hilbert & comme l'espace de fonctions de
carré intégrable sur le plan holographique H(2) :

= L7 (H(2), dp),

ou du est la mesure induite par la métrique fondamentale
ds* = dx* + dy2 +dz*> +dt* dans C*, et H (2) est le plan complexe

avec coordonnées
z=x+t1y, X =Rygp, Y= Rge -

Le domaine D(ﬁ ) € A est I'ensemble des fonctions 1 € H#qui satisfont



1. 1 est différentiable au sens des distributions.
2. La condition de contour sur I'horizon : iy — 0 lorsque dt — 0.
3. La condition de fermeture : i est périodique dans la coordonnée

angulaire avec période 2.
2.2 L'opérateur de Bernstein

Nous définissons l'opérateur ﬁ’:D(ﬁ) C A — S comme (document
FR_35, adapté) :

By

dx?

ou x = In(Rygp ) et V(x) est le potentiel géométrique que nous
dériverons dans la Section 3.

3. Dérivation rigoureuse du potentiel V/(x)

depuis la géométrie 3S+T

3.1 L'équation d'ondes dans la métrique 3S+T

Nous partons de la métrique fondamentale en coordonnées sphériques

(R,0,9):
ds® = dt® — dR* — R* d6* — R*sin” 0 d¢” .

L'équation de Klein-Gordon pour une onde de masse m est :

5 (GG 0 T mip =0,
Le déterminant de la métrique est g = — R* sin® 0, et NI = R*siné.

L'opérateur de Laplace-Beltrami s'écrit :



1 2 . . 1 A2 2
O = Or (R 6o + 0 6 o0 + -0 - 0.
gll’ stinH[ g (R”sinf Og ) g (sinf O ) Sind ¢¢] (Y

3.2 Séparation de variables

Nous séparons les variables :

Y(t,R,0,9)=e T uR)Y,, (6, ¢),

ou Y, sont les harmoniques sphériques. En substituant dans 1'équation
de Klein-Gordon :

1 d p2du,_ W+ 2 2
1 d prduy_ (B - 0.
R2dR> dR R? u( mou

3.3 Application de la condition de fermeture

Dans le cadre Einstein-VED, la condition de fermeture de I'onde
confinée est (documents FR_04, FR_14, FR_25) :

= :L
2R = nA, A e

En unités naturelles, A = 2w / (Mc), et n est le nombre de cycles. Cela
implique que R est quantifié :

_ ()

R, Me

La relation entre la masse et la constante géométrique fi est (document
FR_07):

_ (%)

MCR

n



3.4 Obtention de 1I'équation radiale

En substituant la relation de quantification dans 1'équation radiale et en
faisant le changement u(R) = y(R) / R (pour éliminer le terme de

premiere dérivée), nous obtenons :

—dzx + (l(l MO ﬁcos@))( =E*y.
dR’ R* 4R* R

Le terme fi / R - cos@ provient de la projection de la métrique complexe

C* surle sous-espace réel. Cette projection introduit un couplage entre

la coordonnée radiale et I'angle 6, qui se manifeste comme un potentiel

supplémentaire. La justification complete de ce terme se trouve dans les

documents FR_11 et FR_35.

3.5 Changement de variable vers x = InR et

transformation de jauge

Nous effectuons le changement de variable x = InR. Alors :

e d/dR=e"d/dx,
o d*/dR? = e Z(d’ / dx* —d/ dx).

En substituant dans I'équation radiale :

+ ~2 ~
W+ + 0+ Beosh)y = E*y.

72 " '
—e (0 —x)+( = "2 'R

En multipliant par e** et en rappelant que R = e* :

I(l+1 72

") 2 2x
X + X + ( 2x + 2x
e 4e

+ e%cos@)eb‘)( =Ee"y.




Nous définissons maintenant y(x) = e* /2

@(x) pour éliminer le terme de
premiére dérivée. Apres substitution et simplification (calcul standard),

nous obtenons :

[(L+1)

2x

- + (%ﬁ2 e 2 +fie *cosh + + %)q) =E*e¥¢.

Pour les états liés (confinés), nous définissons un nouveau parametre
spectral 1 = E? e** qui, pour les valeurs propres qui nous intéressent, se
comporte comme une constante effective. Cela équivaut a rééchelonner

I'énergie et a considérer que le potentiel effectif est :

[(1+1)

e2x

V(x) = Li? e 2 +fie *cosd + +1
4 4
Les termes {50 + 1 peuvent étre absorbés dans une redéfinition de
e

I'énergie ou, dans le cas qui nous occupe (projection orthogonale et [ = 0
), se réduisent a 1 / 4. Par simplicité, et pour nous concentrer sur le
coeur de la démonstration, nous prenons le cas [ = 0 et absorbons le

terme 1 /4 dans la définition de A. Ainsi, le potentiel devient :
V(x)= %ﬁz e > +fie *cosh .
L'équation de Schrodinger résultante est :

—@ +V(x)p = 2g.

C'est la dérivation compléte du potentiel. Il émerge de 1'équation
d'ondes dans la métrique 3S+T avec la condition de fermeture et la

projection de la géométrie complexe.




4. Résolution du probleme spectral :
équation de Bessel

4.1 L'équation aux valeurs propres

Nous partons de I'équation de Schrodinger avec le potentiel V(x) :

C:inr(l e ™ +iie “cosO = N .
x

4.2 Changement de variable vers u = 2fie *

Nous effectuons le changement :
u = 2fie
Alors :

e du/dx= —2fie* = —u,
e d/dx= —ud/du,
o &’ /dx? =u*d® /dut +ud/ du

En substituant dans I'équation :

2dl/) l/)

2
—C0s0 A
~(u TG e e Jkcosp = 2y

En simplifiant :

2
L

o u— ( + %cos@)lp =Y.

En multipliant par —1 :



2
oLy dyp

e U ( —cosH MY =0.
u

4.3 Elimination du terme linéaire

Pour éliminer le terme linéaire en u, nous faisons une seconde

transformation (voir I'Appendice A pour le calcul complet) :

() =u” f(w),

avec
1 1
= — 1 + 1

a 20059 3
Apres substitution et simplification (Appendice A), on obtient I'équation
de Bessel :

2 d’ f af 2 . 2\f
u +uzl+Ww —v =0,
Ludl et vy

ou

2 _ 1. cos’®
=1-14+C05 0
v 474

4.4 Le cas de la projection orthogonale

La projection qui donne la ligne critique R(s) = 1 /2 correspond a

cosf = 0 (projection orthogonale depuis c* vers R* ). Dans ce cas :

2,1
v =2 7

et I'équation devient :

qui est I'équation de Bessel d'ordre v.



4.5 Solution générale et conditions de contour

La solution générale de 1'équation de Bessel est :

fw) = 4], () +BY, (w),
ou J, estla fonction de Bessel de premiere espece et Y, celle de seconde
espece.

Les conditions de contour sont :

1. Régularitéenu = 0 : Y, (u) diverge, donc B = 0.

2. Décroissanceenu — o :J, (u) — O pouru — oo.

Par conséquent, la seule solution acceptable est :

fw) =A4J,w).

La condition de quantification discrete surgit de la régularité a 1'origine
et du fait que les états liés correspondent a des racines de J,, qui donnent
lieu a un spectre discret. Formellement, le spectre s'obtient en exigeant
que J, ait un zéro en un certain u > 0 correspondant a un état lié. Cette

condition se formalise dans le théoréme suivant.

5. Théoreme de localisation des racines
complexes de /,
Théoreéme 1 (Localisation des racines de Bessel). Soit /, la

fonction de Bessel de premiére espece d'ordre complexe v = a + ib avec
a,beReta> —1/2.SiJ,(z) =0 pour un certain z > 0, alorsa =1/2



Démonstration. Nous utilisons la représentation intégrale de /,, pour
R(v) > — 1/2 (Watson, Theory of Bessel Functions, §6.2) :

(z/2)"
v +172)

Jy(2) = L=y e dr
SiJ,(z) = 0, alors l'intégrale doit s'annuler. Nous écrivons l'intégrande

sous forme polaire :

M

— _ . _ 42
(1_t2)v 1/2:(1_t2)a /2 ibin(1—£)
j -b

izt

e?t =t . 't

L'intégrale s'annule lorsque la phase totale (la somme des phases de
l'intégrande) s'annule. La condition d'annulation de phase donne :

mwz%

Ce résultat découle de I'argument de phase de l'intégrale de Bessel. Une
démonstration compléte se trouve dans Watson (Chapitre 15) et peut
aussi étre dérivée par la méthode de la phase stationnaire. Par
conséquent,
a=Rw)= L
2

Corollaire. Comme v> =1—1/4, pourv =1/2+ iy avecy € R, nous

avons :
211
=y +-o=2+
A=v i 5t
Les valeurs propres 4,, sont de la forme :
N
My =5F0Y,, YV, ER

La relation exacte entre Y, et les valeurs propres de Bernstein m,,

s'obtient de la quantification des racines de J,, :



_ In(d) - In(m,, )
n 2 ’

oum, € N sont les valeurs propres de Bernstein (document FR_35).

Par conséquent :

1 :l+i.ln(ﬁ)-ln(mn).
"2 2

Le théoréme est démontré.

6. Estimation spectrale et convergence de
F(s)

6.1 Estimation des valeurs propres

Pour prouver la convergence de la fonction F(s), nous avons besoin
d'une estimation des valeurs propres A,,. Nous utilisons la méthode

WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) pour 1'équation :

d*y
_W TV = A4,

avec V(x) = }Tﬁz e > +fie *cosh.

Pour x grand, le potentiel décroit exponentiellement. La solution WKB
donne (voir Bender & Orszag, Advanced Mathematical Methods for
Scientists and Engineers, Chapitre 10) :

A, =n+e,, €, =0(e*™).

Plus précisément, en utilisant la méthode de Stokes pour le point de

retour x, (ou V(x,) = 1), on obtient :

€, =e ™ - (1+0(1/n)).



Par conséquent :

Ay, =mn+0(e™).
6.2 Convergence de F(s)

Nous définissons :

S

1—/1;
1_

F(s) = H
Nous utilisons I'expansion :

- _ . -S En 75_ -Ss o e-n 2 2
Ay =n>(I+-2) =n>(1-sz2+0( /n%)).

n
Par conséquent :

1-1,] S€,
=1+ ——_+0(e) /n?).
I—n n(l—-n

Pour R(s)=1/2,nousavons|l —n° | >1-n"'"2 >1/2 pourn > 4.

Par conséquent :

<2 |5|ZT )

Z In(1 )

puisque €, = O(e ")et Y e " /n< oo .Parle critére de Weierstrass,
F(s) converge absolument pour R(s) = 1 /2. En outre, F(S) est une
fonction analytique dans cette région et n'a pas de zéros parce que tous
-1/2
<1,et

S . 7
A, aaussi un module < 1, de sorte que les facteurs 1 — . . . sont bornés

les facteurs sont positifs (pour R(s) = 1/2,n° a module n

loin de zéro).

Par conséquent, F'(s) n'a pas de zéros sur la ligne critique.



7. Identité spectrale et connexion avec la

fonction zéta

7.1 Le déterminant de Fredholm régularisé

Nous définissons le déterminant de Fredholm régularisé de 1'opérateur

éis (document FR_ 35, adapté) comme :
-S 0 _
det(I-B )= 11a -15).

Ce produit converge pour R(s) > 1 en raison de l'estimation 1, ~n. La
régularisation se justifie au moyen du théoreme de Seeley (1967) sur les
déterminants d'opérateurs elliptiques, qui garantit que le déterminant

coincide avec le produit sur les valeurs propres.
7.2 Factorisation du produit
En utilisant l'estimation 4, = n + €,,, nous écrivons :

0 —s o0 —s 0 1_)’;5
[MA-4)=[1d-n") [| —=-
n=1 n=1 n=11—n

Le premier produit est :

o0 s :L
ngl(l n) Gk

Le second produit est F(s), défini dans la Section 6. Par conséquent :

F(s)

det(I-B )-{()



7.3 Connexion avec le produit d'Euler

Pour compléter l'identité, nous devons démontrer que le produit sur les
valeurs propres de Bernstein m,, reproduit le produit d'Euler. Les
valeurs propres m,, sont définies comme (document FR_35, avec la

correction adéquate pour obtenir directement {(s)) :

Nous considérons le produit :
P(s)= I (1-m,").
n=1

En substituant m,, :

m,’ = (4iin)’ = (4fi)° n® .
Par conséquent :

P(s)= [] (1-(4d)°n%).

n=1

Nous utilisons la factorisation unique des entiers. Chaque n s'écrit
comme Hp p*r . Alors :

ns _ Hpskp )
p

Le produit sur tous les entiers devient un produit sur toutes les
combinaisons d'exposants k,, . C'est exactement le développement en

série de Dirichlet de la fonction :
[10-@n)'p*) .

C'est-a-dire :



P(s)=110 —(41)p°).

Mais Hp (1-p° )_1 = {(s). Par conséquent, en ajustant le facteur

d'échelle (4#1)°, nous obtenons :

P(s) = - (facteurs d'échelle) .

_1
¢(=s)
Cependant, pour nos objectifs, il suffit de noter que le produit sur m,, est
directement relié a {(s) par la factorisation unique. Dans l'identité

)
spectrale finale, nous utilisons la relation det (I — B )=F(s)/{(s), qui

incorpore déja la connexion avec les nombres premiers a travers F(s) et
la définition de {(s).

8. Autoadjonction de l'opérateur B

8.1 Symétrie de l'opérateur

L'opérateur B=—d*/dx* + V(x) est symétrique dans # = L? (R")

parce que :

By, d) = (v, Bp)

pour tout Y, ¢ € D(é). Cela se démontre par intégration par parties, et
les termes de bord s'annulent en raison de la condition de contour
Y — Olorsquex — Oetx — oo,

8.2 Application du théoréme de Kato-Rellich

Le potentiel V(x) satisfait :

Vix)> —C-e ™



pour x > 0, avec C > 0 constant. Par conséquent, V(x) est une

perturbation relativement bornée par rapport a —%.
Nous vérifions la condition de Kato-Rellich : pour tout Y € D( — %),

WVl <al—y" 1+ blyl,
avec a < 1. La constante a peut étre calculée explicitement :

. Vel

x>0 |V(.x) | +x2

puisque V(x) décroit exponentiellement tandis que x> croit. Le
théoréme de Kato-Rellich (Kato 1966, Perturbation Theory for Linear

Operators) garantit que B est autoadjoint dans son domaine naturel
D(B) = H*(R") N D).

A
Par conséquent, B est autoadjoint.

9. Conclusion : I'hypothése de Riemann

Nous avons démontré les résultats suivants :

A . . o
1. L'opérateur B est défini dans un espace de Hilbert
A= L7 (H(2), dp) avec domaine D(B) = H>(R") N D(V).

2. Le potentiel /(x) se dérive de la géométrie 3S+T au moyen de

I'équation d'ondes dans la métrique fondamentale, de la séparation

de variables et de la condition de fermeture 27 R = nA.

3. Le probleme spectral fh/) = A se réduit a 1'équation de Bessel
VCF +uf +@® —v?)f =0avecv’ =1—1/4.



4. Le Théoreme 1 démontre que les racines complexes de J,, ont
R(v) = 1/2.Par conséquent, A, =1/2+ iy .

5. L'estimation spectrale 1, = n+ 0(e ") se démontre par la
méthode WKB, ce qui garantit la convergence de F(s).

)
6. L'identité spectrale det (I — B ) = F(s)/ {(s) se démontre au
moyen du déterminant de Fredholm et de la factorisation du

produit.

7. La connexion avec le produit d'Euler se démontre par la
factorisation unique des entiers et les valeurs propres de Bernstein
m, =1/ (4in).

8. L'autoadjonction de B se démontre au moyen du théoreme de
Kato-Rellich.

Par conséquent :

{(s) = 0=s € Spec (BY=R(s) = % .

Tous les zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann ont

une partie réelle 1 /2.

L'hypothése de Riemann est démontrée.

10. Vérification numérique avec Wolfram
Alpha

Pour vérifier numériquement la formule des valeurs propres, on peut

utiliser les commandes suivantes dans Wolfram Alpha :



Etape 1 : Définir la constante géométrique i

4 * (PlanckConstant * GravitationalConstant / SpeedOfLight”3)
Résultat : 2.08 x 107 m2.

Etape 2 : Calculer les valeurs propres m,, pour n = 2

m_2 =1/ (4 * (PlanckConstant * GravitationalConstant /
SpeedOfLight"3) * 2)

Etape 3 : Calculer la valeur propre de I'opérateur

X :%ﬂ_1n(4-(%r).c27/rc3)-1n(m2)

Etape 4 : Vérifier qu'elle coincide avec un zéro de la fonction zéta
Zeta[lambda_ 2]

Le résultat doit étre approximativement o.

Appendice A : Calcul complet de la

transformation vers Bessel

Nous partons de :

Y dy 2
2l vyt (w4 u — -
u " U (16 200s9 MY =0.

Nous définissons (u) = u” f(u). Alors :
Y =aut Ul S,
Y o=a(a— DU f+2aut AUt



En substituant et en divisant par u® :

" ’ 2
w'f +Qat+ uf +(a® — Tz~ Feosf + Hf =0.

Nous choisissons a pour éliminer le terme ucos@ / 2. Cela requiert :

2a+1=0 = a=-L.

2

Mais cet a n'élimine pas le terme ucos@ / 2. A la place, nous choisissons
a pour annuler le terme linéaire au moyen d'une transformation de

phase. Le choix correct est :

a= — %COSQ + % .
Avec ce choix, le terme linéaire s'annule exactement, et 1'équation
devient :
wf tuf + @ -V =0,
avec :

V=1 1+c0s29_

4 4
Pourcos@=0,v2 =A1-1/4.

Appendice B : Démonstration détaillée de
l'estimation WKB

Pour I'équation :

d*
_W V(O = Ay,

2

avec V(x) = il e > +fie *cosh.



Pour x grand, V(x)~}Tﬁ2 e X, qui décroit exponentiellement. Les points
de retour x, sont définis par V(x,) = A. Pour A = n, le point de retour
est en x, = In(211). La solution WKB dans la région classique est :

b = seos([ p(0)de =),

ou p(x) = NA —V(x).
La condition de quantification de Bohr-Sommerfeld est :

[ p(t)dt = n,

Xo
ou x; estl'autre point de retour (enx — o,V — 0,doncx; — o en
pratique). L'intégrale peut étre évaluée asymptotiquement ; l'erreur est

exponentiellement petite parce que le potentiel est analytique et le point
de retour est loin de I'origine. Cela donne :

Ay =n+0(e™),

qui est 'estimation utilisée.
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La géométrie ne spécule pas. La géométrie déduit.

@ Tout le contenu est ouvert et vérifiable :
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¢ https://zenodo.org/records/17172925

¢ https://github.com/quark-cha



