ES_ 49: — El nexo discreto-

continuo mediante clases de

equivalencia

UNIHOLOG

Este documento reconstruye el desarrollo de ES_ 49 sobre el nexo
entre lo discreto y lo continuo, formulado sin identificar falsamente N

con R.

El punto central no es que el conjunto de los naturales y el conjunto de
los reales sean equivalentes como estructuras. No lo son. El punto
central es més preciso: una construccion discreta indexada por N y
una construccion continua definida sobre R pueden determinar

exactamente un mismo objeto matematico de R.
Ese objeto comun funciona como nexo.

En ES_ 49 este nexo se expresa mediante familias o clases de

equivalencia del tipo U, , U, U @ Uy, U gV, en forma general, U fi-

Todas las formulas de este documento se escriben usando inicamente
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1. Punto de partida

Sea ¢ € R una constante real.

Una misma constante puede aparecer mediante expresiones de

naturaleza diferente.

Por ejemplo, puede aparecer como limite de una sucesion:
lim, , , a, =a,

donde el indice n pertenece a N.

También puede aparecer mediante un proceso continuo:
limg, o Q(F,x,dx) = a,

donde x y dx pertenecen al marco de variacion de R.

La primera construccion usa una estructura discreta:
n=12,3,...
La segunda usa una estructura continua:
dx — 0.

Sin embargo, si ambas construcciones determinan el mismo valor a,

entonces ambas pertenecen a una misma clase respecto de su valor.

El nexo no es una identidad entre dominios.



El nexo es el valor comun.

2. Distincion fundamental entre

expresion finita, proceso limite y valor
Antes de definir las clases U, conviene separar tres niveles.

2.1 Expresion finita dependiente de un parametro
Una expresion como
1 n
(1+ ﬁ)
depende de n.
Para un valor finito de n, en general no es igual a su limite.

Por tanto,
1 n
(1+ 7—1) Fe
para todo n finito.
2.2 Proceso limite
El proceso completo
. 1."
hmn — (1 + ﬁ)

si determina exactamente e.



La expresion finita no pertenece a U, como expresion exacta, pero el

proceso limite completo si pertenece a U, .
2.3 Valor determinado

El valor determinado por el proceso es el objeto matematico:

e.

Asi, ES_ 49 distingue:

1. aproximaciones finitas;
2. procesos limite;

3. valores exactos determinados por esos procesos.

Esta distincion evita confundir una sucesién de aproximaciones con la

constante misma.

3. Definicion de U,

Seaa € R.

Definimos U, como el conjunto de expresiones, definiciones, procesos

o construcciones matematicas que determinan exactamente el valor a.

Formalmente:
U, = {A: valor (4) = a} .

Aqui valor (A) debe interpretarse como el valor matemético
determinado por A, siempre que dicho valor esté bien definido.

Si A es una expresion exacta, entonces valor (A) es su valor directo.



Si A es un proceso limite, entonces valor (A) es el limite, siempre que

exista.

Por ejemplo:

determina e.

También:

determina e.

Por tanto:

AeU,

BeU,.

4. Relacion de equivalencia asociada

Para una constante fija ¢ € R, definimos la relacion:
A~,B& valor (A) = valor (B) = «.

Esta relacion identifica expresiones por su valor comin, no por su

forma sintéctica ni por su procedimiento de obtencion.



Teorema 1 — ~, es una relacion de equivalencia

Sea a € Ry sea U, el conjunto de construcciones que determinan «.

Entonces ~, es una relaciéon de equivalencia sobre U, .

Demostracion

Reflexividad:
SiA € U,, entonces
valor (A) = «.
Por tanto:
A~,A.
Simetria:
Si A~, B, entonces:
valor (A) = valor (B) =«.
Por igualdad simétrica:
valor (B) = valor (A) =«.
Luego:
B~,A.
Transitividad:
Si A~, B y B~, C, entonces:

valor (A) = valor (B) =«



valor (B) = valor (C) =«.
Por tanto:
valor (A) = valor (C) = «.
Luego:
A~,C.

Asi, ~, es reflexiva, simétrica y transitiva. Por consiguiente, es una

relacion de equivalencia.

5. Nexo entre Ny R

Sea a € R.
Supongamos que existe una sucesion (a,, )n . tal que:
lim, , , a,=«a.

Supongamos ademas que existe un proceso continuo asociado a una

funcion F tal que:
limg, o Q(F,x,dx)=«.
Entonces ambas construcciones pertenecen a U, .
La situacién puede representarse esquematicamente como:
N g &b

Esta escritura no significa:

Tampoco significa:



N =R

como conjuntos, espacios topoldgicos, cuerpos o estructuras de orden.

Significa inicamente que dos procedimientos definidos desde

naturalezas distintas pueden determinar el mismo elemento a de R.

Teorema 2 — Nexo discreto-continuo

Sea a@ € R. Si existe una construccion discreta Ay indexada por N y

una construcciéon continua Ay definida sobre R tales que:

valor (Ay)=«a

valor (4p) = «a,
entonces:
AN ~a AR .

En consecuencia, Ay y Ap pertenecen a la misma clase U, .

Demostracion
Por hipotesis:

valor (Ay) =«
y

valor (Ap) =«.
Entonces:

valor (Ay) = valor (4g) = «.



Por definicién de ~ :
Ay~aAp .
Por tanto:
Ay,Ag €U, .

Queda probado.

6. Aplicacion a e

La constante e constituye un ejemplo central porque aparece de forma
natural tanto en construcciones discretas como en caracterizaciones

continuas.
6.1 Construccion discreta

Consideremos la sucesion:
1 n
a, =(1+5), neEN.
Entonces:
. 1.
lim, _, , (1+5) =e.
La construccion esta indexada por valores discretos:
n=1,2,3,...

El valor e aparece como limite cuando:

n— oo,

Por tanto:



N S'e.”
Esta expresion no afirma que e € N.

Afirma que una sucesion indexada por N determina, en el limite, un

elemento de R.

6.2 Construccion por serie

También se tiene:

Esta representacion también posee una estructura discreta, pues esta

indexada por k € N.
El objeto determinado es el mismo:
& 1 _
okl
6.3 Caracterizacion continua

Consideremos la funcion:

fx)=¢e"

Su derivada se define por:

f(x+dx)— f(x)
dx )

f(x) = limg,

Sustituyendo:

x+tdx _ _x

fl(x)z limg, , € d
X



Factorizando:

fl (x)=¢e* lim e™ — 1
dx— 0 dx
La base e se caracteriza por:
dx
lim, ,& —Ll=1,
dx 0 dx
Por tanto:
iex =e*
dx
En particular:
e=e' .

Aqui e aparece dentro de una estructura continua, ligada al limite

diferencial:
dx — 0.
Asi:
R %
6.4 Clase U,
Definimos:
U, = {E;: valor (E;)=e}.

Ejemplos de elementos de U, son:

. 1.
lim, _, , (1+5),

18

1
K=o k!



como caracterizacion indirecta de e, es decir, e es el inico niumero real

positivo que satisface:

dx=1.

Kl—=

J-e
1
No todas estas expresiones tienen la misma forma. Algunas son

limites, otras series, otras valores funcionales y otras caracterizaciones
implicitas.

Sin embargo, todas determinan e.

Por tanto, pertenecen a la misma clase U, .

6.5 U, conocido y U, desconocido

El conjunto total U, puede dividirse conceptualmente en dos regiones:
__ yyconocido desconocido
U, =U, uuU, .

Uconocido
e

Aqui representa las expresiones ya identificadas, verificadas o

aceptadas como determinaciones de e dentro de un marco matematico
dado.

Por ejemplo:
exp( 1 ) € Ugonocido .
También:

% 1 conocido
— €U .
kg‘o k! €



. 1 n conocido
lim, , , (1+5) €U, .

I id : . .
En cambio, U™ designa las expresiones todavia no

descubiertas, no clasificadas o no demostradas como equivalentes a e.
Esta division no es ontologica sino epistemologica.

El valor e no cambia porque una expresion sea conocida o

desconocida.

Lo que cambia es nuestro catalogo de expresiones reconocidas.
6.6 Enumeracion de expresiones

Si se fija un lenguaje formal con un alfabeto finito o numerable y reglas
sintacticas efectivas, el conjunto de expresiones finitas de ese lenguaje

es numerable.
Por tanto, es posible enumerarlas sintacticamente:
E,,E,,E;,...
Sin embargo, no toda expresion sintactica determina un valor real.

Y no siempre existe un procedimiento general que decida, para

cualquier expresion suficientemente rica, si:
valor (E;) =e.

Por tanto, puede existir una enumeracion sintactica de candidatos sin

que exista una clasificacion completa y efectiva de U, .

Esta observacion separa tres cosas:



1. enumerar expresiones posibles;
2. evaluar expresiones bien definidas;

3. demostrar pertenenciaa U, .

Corolario 1 — El catalogo conocido es parcial
El conjunto U™ no agota necesariamente U, .

Demostracion

Uconocido
e

Por definicion, contiene las expresiones cuya pertenencia a

U, ha sido reconocida dentro de un marco dado.

Pero la definicion de U, no exige que sus elementos sean conocidos

por nosotros. Solo exige que determinen e.

Por tanto, salvo que se demuestre una caracterizacion completa del

lenguaje y de todos sus valores, no se puede concluir que:

conocido __
US =U, .

Luego el catalogo conocido debe tratarse como parcial.

7. Aplicacion a T

La constante m también aparece como nexo entre construcciones

discretas y continuas.
~.1 Serie discreta

Una representacion clasica es:



Equivalentemente:

(-*

m= lim,_, ., 4 Z TR

Esta construccion esta indexada por:
neN.

Luego:

7.2 Integral continua

También se tiene:

dx .

T= 4]0 1+x2

La integral se construye mediante particiones de un intervalo real y el

refinamiento de esas particiones.

En términos de escala:

Ax — 0.
Asi:

R %0
7.3 Clase U,

Definimos:

U, = {P;: valor (P;)=m}.



Entonces pertenecen a U, :

2 (-1
4
k;02k+l’
41! 1 dx,
IO1+x2
c
d

cuando C es la longitud de una circunferencia euclidea y d su

didmetro.

Estas expresiones no son idénticas como procedimientos, pero son

equivalentes respecto del valor que determinan.
Por tanto:
N 7 o0

Corolario 2 — 7 como invariante de

representaciones

La constante 7 acttia como invariante entre representaciones

geométricas, analiticas, integrales y seriales.
Demostracion

Todas las expresiones anteriores determinan el mismo valor 7 bajo sus

hipotesis respectivas.

Por definicién de U, :

P, e U, valor (P;)=m.



Por tanto, todas pertenecen a la misma clase de equivalencia.

8. Aplicacion a ¢

Sea ¢ la razon 4urea:

Esta constante admite una definicién algebraica exacta:
(p2 =¢p+1.
También aparece como limite de cocientes de nimeros de Fibonacci.

Sea (F,,) la sucesion definida por:

FO _O,
Fl = 1,
y
Fn+1 =Fn—i_Fn—l
Entonces:

Iim

n — oo F
La construccion por Fibonacci es discreta, pues depende den € N.
La construccion algebraica pertenece al cuerpo real.

Definimos:

U, = {®;: valor (®;) = ¢} .



Entonces:

1++5
— <l
y
F
lim, ,, *LleU,.
n Fn Q
De nuevo:

N g g

La notacion anterior es esquematica: no afirma que el algebra real sea
un proceso diferencial. Solo sefiala que ¢ puede ser determinado tanto

desde una recurrencia discreta como desde una ecuacidn exacta en R.

9. Sobre Uj;

En ES_ 49 aparece la necesidad de representar el paso conceptual
entre un indice natural n y una forma extendida, interpolada o
representada en un entorno continuo. Para ello se introduce la

notacion fi.
La interpretacion rigurosa debe ser cuidadosa.
No se debe afirmar que un natural n sea idéntico a un real continuo.

Si se puede considerar una aplicacion de inclusién:
t:N — R

dada por:



(n)=n.

Esta inclusion permite ver cada nimero natural como un real

particular, pero no convierte a N en R.

También puede considerarse una interpolacion o extension de una

sucesion discreta.

Si se tiene una sucesion:

a:N — R,
puede buscarse una funcion:
a:R.y — R
tal que:
a(n) = a,

paratodon € N.

En este contexto, fi no representa una igualdad entre lo discreto y lo
continuo. Representa una extension, codificaciéon o interpolacion

controlada.
Definimos entonces:
Ui = {N;: valor (N;) = fi},
siempre que fi haya sido previamente definido dentro del sistema.

Observacion

U; no debe usarse como prueba de que N y R son equivalentes.



Debe usarse como familia de representaciones de una extension o
imagen concreta de un indice discreto dentro de una construccién mas

amplia.

10. Sobre U g

Sea g una magnitud real determinada por un modelo.

Por ejemplo, si g representa la aceleracion gravitatoria local, entonces
no debe tratarse sin mas como una constante universal absoluta,
porque su valor depende del lugar, de la altura y del modelo fisico
usado.

En un marco local idealizado se puede fijar:

g ~9.80665m /s> .

Si el marco fija un valor exacto o convencional de g, entonces puede

definirse:
U, = {G;: valor (G;) =g} .
Una expresion dinamica posible es:
s(t)y=sy vyt — %gt2 .

De ella se obtiene:

También puede aparecer mediante una ley de gravitacion idealizada:



bajo las hipétesis de masa central M, distancia r y constante
gravitacional G.

Ambas expresiones pertenecen a U, solo si determinan el mismo valor

de g dentro del mismo marco fisico y con las mismas condiciones.
Advertencia rigurosa

No es correcto afirmar sin condiciones que todas las expresiones con el

simbolo g pertenecen a la misma clase.

Solo pertenecen a U, aquellas que determinan exactamente el mismo
valor fijado por el modelo.

11. Diferenciacion e integraciéon como

procesos limite

La diferenciacion y la integracion aparecen en ES_49 como dos modos
complementarios de operar con limites.

11.1 Diferenciacion

La derivada se define mediante:

f(x+dx)— f(x)
dx )

f )= limg,

Este proceso toma una variacion:

dx



y estudia su comportamiento cuando:

dx — 0.

La derivada expresa una razén instantanea de cambio.
11.2 Integracion

La integral definida puede construirse como limite de sumas de
Riemann:

J, fydx = lim, . . 3 f€,)Ax, .

Aqui aparece una suma finita indexada por:
k=1,2,...,n.

El paso al continuo se realiza mediante el refinamiento:

n— oo

maxy Axk — 0.

Asi, la integral une una estructura discreta de sumas con un objeto

continuo de area o acumulacion.
11.3 Teorema fundamental del calculo

Si f es continua en [a, b] y se define:
Fx) = [* f(tdt,
entonces:

F(x) = f(x)



para todo x € (a, b).
Ademas, si F es una primitiva de f, entonces:

J, f(0)dx = F(b) = F(a).
Este resultado conecta diferenciacion e integracion.
La diferenciacion estudia la variacion local.
La integracion reconstruye la acumulacion global.

En ES_ 49, esta relacion refuerza la idea de que procesos
aparentemente opuestos pueden ser compatibles dentro de una misma
estructura.

12. Clases exactas y clases limite

Para evitar ambigiliedad, conviene distinguir dos subfamilias:

USSP = {A: valor (A) = a}

limite _ Y _
U, =1{(4,): lim,, _, , A, =a}.
Esta notacion requiere cuidado.

Un proceso limite completo puede ser una expresion exacta de a.

Pero los términos finitos del proceso no son, en general, expresiones
exactas de a.

Ast:



. t
lim A, € U

n — oo

si el limite existe y vale «.

Pero:
exacto
A, €U,
ara un n finito, salvo que por alguna razon particular 4, = a.
n
Por eso puede escribirse de forma maés fina:
__ pydirecto limite implicito funcional
U, =0 uUu,™ vUu, ™" uuU, ,

donde las categorias pueden solaparse.

13. Generalizacion a U,

Hasta ahora se han considerado constantes. Pero la idea puede

generalizarse a funciones.

Sea f,:D — C una funcion definida sobre un dominio D con

codominio C.
Definimos:
Ur, = {F;: valor (F;) = f;},

donde valor (F;) = f; significa que F; determina la misma funcién

que f; sobre el dominio relevante.

Mas explicitamente:

F;eUp &Vx €D, Fj(x)=f;(x).



Si se trabaja con funciones definidas casi en todas partes,
distribuciones, clases de equivalencia de funciones o dominios

restringidos, debe declararse el criterio de igualdad correspondiente.

Ejemplo
Sea:
f(x)=¢€*.
Entonces pertenecen a U &
x - e,
k
X - 3 x_,
K=o k!

y la solucion del problema diferencial:

y =,
y(0)=1.

Estas tres representaciones determinan la misma funcion sobre R.

Por tanto, pertenecen a una misma clase U fe

Teorema 3 — Equivalencia funcional

Sea D un dominio y sean F, G:D — C. Si:
Vx € D, F(x) = G(x),

entonces F y G pertenecen a la misma clase de equivalencia funcional.



Demostracion

Por hip6étesis, F y G tienen el mismo valor para cada punto de D.

Por tanto, determinan la misma funcién como relacion entre

elementos de D y elementos de C.

Luego:
F~¢G.

Queda probado.

14. Teoremas y corolarios principales

Teorema 4 — Invariante de valor

Sea o € R. Si Ay B son construcciones matematicas bien definidas y:
valor (A) = valor (B) = «a,

entonces A y B son equivalentes respecto de U, .
Demostracion

Es inmediata por la definiciéon de ~4.

Corolario 3 — Distincion de procedimiento

Dos expresiones pueden pertenecer a la misma clase U, sin ser el

mismo procedimiento.



Demostracion

La pertenencia a U, exige igualdad de valor, no igualdad sintéctica ni
igualdad de método.

Por tanto, si dos procedimientos distintos determinan a, ambos

pertenecen a U, aunque sigan siendo procedimientos distintos.

Corolario 4 — No equivalencia estructural de N y R

La existencia de un nexo discreto-continuo para una constante @ no

implica que N y R sean equivalentes como estructuras.
Demostracion

Del hecho de que:

lim, , , a, =«

limg, , o Q(F,x,dx)=«
solo se sigue que ambas construcciones determinan el mismo valor a.

No se sigue ninguna biyeccion estructural, homeomorfismo,
isomorfismo de cuerpos, equivalencia de orden completo ni igualdad

entre Ny R.

Por tanto, la conclusion vélida es la pertenencia comtin a U, no la

identidad entre dominios.



15. Conjeturas y extensiones

Las siguientes ideas deben tratarse como conjeturas o programas de

investigacion, no como teoremas demostrados en este documento.
Conjetura 1 — Crecimiento abierto de US4

Para constantes matematicamente ricas como e, T y ¢, el conjunto de
expresiones conocidas que las determinan puede crecer
indefinidamente con nuevos marcos, nuevas identidades y nuevas

traducciones entre teorias.

Esto no afirma que U, sea literalmente inagotable en todo lenguaje

formal fijado.

Afirma que, desde la practica matematica, el catdlogo reconocido de

expresiones puede ampliarse sin que el valor @ cambie.
Conjetura 2 — Nodos de compatibilidad

Constantes como e, T y ¢ pueden interpretarse como nodos de

compatibilidad entre regiones distintas de la matematica.

Por ejemplo, m conecta geometria, analisis, trigonometria, series e

integracion.

e conecta crecimiento, calculo diferencial, series, limites discretos y

ecuaciones diferenciales.

@ conecta algebra, recurrencias, proporciones y limites de sucesiones.



Esta lectura es estructural y conceptual. No sustituye a las

demostraciones particulares de cada identidad.
Conjetura 3 — Extension UNTHOLOG

En el marco UNTHOLOG, cada familia Uy, puede estudiarse como una
red de expresiones equivalentes que revela conexiones entre dominios

discretos, continuos, algebraicos, geométricos, dinamicos y fisicos.

La parte demostrable consiste en verificar, caso por caso, que dos

expresiones determinan el mismo objeto.

La parte conjetural consiste en interpretar la red completa como
arquitectura de compatibilidad entre teorias.

16. Sintesis final

ES_49 no afirma que N y R sean lo mismo.
Afirma algo mas sutil y mateméaticamente defendible:
N S'a &R0

cuando existen construcciones discretas y continuas que determinan el

mismo a € R.
La constante a actiia como invariante.
La clase U, retne las expresiones que determinan ese mismo valor.

En el caso de e:



En el caso de :

En el caso de ¢:

En el caso general:
Ufi = {F]Vx € D, F](X) =fl(x)} .
La potencia de ES_ 49 est4 en distinguir cuidadosamente:

1. dominio de construccion;
2. procedimiento;

3. expresion;

4. proceso limite;

5. valor exacto;

6. clase de equivalencia;

7. interpretacion conjetural.

Con esta separacion, el puente entre discreto y continuo deja de ser

una afirmacion vaga y se convierte en una estructura rigurosa:
distintos caminos pueden conservar un mismo objeto.

Ese objeto comn es el nexo.



